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二直線の直交条件と直交座標の構造とゼロ除算 

 

二直線 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏，𝑦 = 𝑎′𝑥 + 𝑏′ が直交する条件は，傾き a，a’ をそれぞれ， 

𝑎 = tan 𝛼，𝑎′ = tan 𝛼′    (1) 

とすれば， 

𝛼′ − 𝛼 = ±
𝜋

2
   ∴  𝛼′ = 𝛼 ±

𝜋

2
   (2) 

である．これより，(1)式は， 

𝑎′ = tan 𝛼′ = tan (𝛼 ±
𝜋

2
) = − cot 𝛼 = −(tan 𝛼)−1   (3) 

と表される．従って， 

𝑎 ∙ 𝑎′ = tan 𝛼 ∙ tan 𝛼′ = tan 𝛼 ∙ (− cot 𝛼) = − tan 𝛼 ∙ (tan 𝛼)−1   (4) 

が成り立つ．(4)式は，更に変形できて， 

− tan 𝛼 ∙ (tan 𝛼)−1 = − (
sin 𝛼

cos 𝛼
) ∙ (

sin𝛼

cos 𝛼
)

−1

= − (
sin 𝛼

cos 𝛼
) ∙ (

cos 𝛼

sin 𝛼
)    (5) 

を得る．(5)式は，挟角 αが， 

𝛼 ≠ {𝑘𝜋 ∨
2𝑘 − 1

2
𝜋| 𝑘 ∈ Z}    (6) 

のとき，明らかに，－1であるから， 

𝑎 ∙ 𝑎′ = − tan 𝛼 ∙ (tan 𝛼)−1 = − (
sin 𝛼

cos 𝛼
) ∙ (

sin𝛼

cos 𝛼
)

−1

= −1   (7) 

となる．他方，(5)式は，挟角 αが， 

𝛼 = {𝑘𝜋 ∨
2𝑘 − 1

2
𝜋| 𝑘 ∈ Z}    (8) 

のとき，即ち， kを整数として， 

𝛼 = 𝑘𝜋   (9) 

の場合と， 

𝛼 =
2𝑘 − 1

2
𝜋   (10) 

の場合に分けられ，(9)式の場合， 

− tan 𝑘𝜋 ∙ (tan 𝑘𝜋)−1 = − (
sin 𝑘𝜋

cos 𝑘𝜋
) ∙ (

sin𝑘𝜋

cos 𝑘𝜋
)

−1

= − (
0

±1
) ∙ (

0

±1
)

−1

= −
0

1
∙

1

0
= −

0

0
= 0 (11) 



であって，(10)式の場合， 

− tan (
2𝑘 − 1

2
𝜋) ∙ {tan (

2𝑘 − 1

2
𝜋)}

−1

= − {
sin (

2𝑘 − 1
2 𝜋)

cos (
2𝑘 − 1

2 𝜋)
} ∙ {

sin (
2𝑘 − 1

2 𝜋)

cos (
2𝑘 − 1

2 𝜋)
}

−1

= − (
±1

0
) ∙ (

±1

0
)

−1

= −
1

0
∙

0

1
= −

0

0
= 0 (12) 

となる．ただし，0/0＝0はゼロ除算の基本定理による．従って，挟角 αが(8)式を満たすな

らば， 

𝑎 ∙ 𝑎′ = − tan 𝛼 ∙ (tan 𝛼)−1 = − (
sin 𝛼

cos 𝛼
) ∙ (

sin𝛼

cos 𝛼
)

−1

= 0   (13) 

が成り立つ．つまり，(7)式と(13)式を合わせることで， 

𝑎 ∙ 𝑎′ = − tan 𝛼 ∙ (tan 𝛼)−1 = − (
sin 𝛼

cos 𝛼
) ∙ (

sin𝛼

cos 𝛼
)

−1

= {
0  𝛼 = {𝑘𝜋 ∨

2𝑘 − 1

2
𝜋| 𝑘 ∈ Z}

−1 𝛼 ≠ {𝑘𝜋 ∨
2𝑘 − 1

2
𝜋| 𝑘 ∈ Z}

 (14) 

を得る．他方，(7)式と(13)式から， 

− (
sin 𝛼

cos 𝛼
) ∙ (

sin𝛼

cos 𝛼
)

−1

= − (
sin𝛼

cos 𝛼
)

1−1

= − (
sin𝛼

cos 𝛼
)

0

= − tan0 𝛼 

∴  − (
sin𝛼

cos 𝛼
)

0

= − tan0 𝛼 = {
0  𝛼 = {𝑘𝜋 ∨

2𝑘 − 1

2
𝜋| 𝑘 ∈ Z}

−1 𝛼 ≠ {𝑘𝜋 ∨
2𝑘 − 1

2
𝜋| 𝑘 ∈ Z}

   (15) 

が成り立つ．特に，α＝π/2 とすると， 

− (
sin 𝜋 2⁄

cos 𝜋 2⁄
) ∙ (

cos 𝜋 2⁄

sin 𝜋 2⁄
) = −

1

0
∙

0

1
= −

1 ∙ 0

0 ∙ 1
= −

0

0
= −0 

      = − tan0 𝜋 2⁄ = −00 

∴  00 =
0

0
= 0   (16) 

の関係式を得る． 

ところで，二直線 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏，𝑦 = 𝑎′𝑥 + 𝑏′ が作る角をθとすれば， 

tan 𝜃 = tan(𝛼′ − 𝛼) =
tan 𝛼′ − tan 𝛼

1 + tan 𝛼′ ∙ tan 𝛼
   (17) 

と表される．二直線が直交しているので，θ＝π/2である．従って，挟角 αが， 

𝛼 ≠ {𝑘𝜋 ∨
2𝑘 − 1

2
𝜋| 𝑘 ∈ Z} 

のとき，(4)式と(7)式から， 

tan
𝜋

2
=

tan 𝛼′ − tan 𝛼

1 + tan 𝛼′ ∙ tan 𝛼
= −

cot 𝛼 + tan 𝛼

1 − 1
=

cos 𝛼
sin 𝛼 +

sin 𝛼
cos 𝛼

0
=

cos2 𝛼 + sin2 𝛼
sin 𝛼 ∙ cos 𝛼

0
=

1

0
= 0 (18) 



であって，挟角 αが， 

𝛼 = {𝑘𝜋 ∨
2𝑘 − 1

2
𝜋| 𝑘 ∈ Z} 

のとき，(4)式と(14)式から， 

tan
𝜋

2
=

tan 𝛼′ − tan 𝛼

1 + tan 𝛼′ ∙ tan 𝛼
= −

cot 𝛼 + tan 𝛼

1 + 0
=

cos2 𝛼 + sin2 𝛼
sin 𝛼 ∙ cos 𝛼

1
=

1
0
1

=
0

1
= 0 (19) 

を得る．ただし，1/0＝0はゼロ除算による． 

以上より，互いに直交する二直線は直交座標系の取り方によらず，互いの間での傾きは 0

であると言える．面白いことに，二直線が互いに平行，即ち，θ＝0，α＝α‘ の場合，(17)は， 

tan 𝜃 = tan 0 =
tan 𝛼 − tan 𝛼

1 + tan2 𝛼
=

0

1 + tan2 𝛼
   (20) 

であって，α≠π/2のとき，(20)式は明らかに，0である．他方，α＝π/2のとき，(20)式は， 

tan 0 =
0

1 + tan2 𝜋 2⁄
=

0

1 + 02
=

0

1
= 0   (21) 

となって，やはり，0であるから，互いに平行する二直線においては，全ての挟角 αに対し

て互いの傾きは 0であって，互いに直交する二直線の傾きと等しいと言える． 

 

以上のことは，或る直線 L に対して別の直線 L’ が，挟角 θ で傾斜しているとき，θ＝0 な

らば，二直線の間の傾き a は 0 であり，また，θ＝π/2⇒a＝0 であって，θ＝π⇒a＝0 であっ

て，θ＝3π/2⇒a＝0であって，θ＝2π⇒a＝0であることを示している． 

つまり，直交座標系は，0≦θ＜π/2（第一象限），π/2≦θ＜π（第二象限），π≦θ＜3π/2（第三

象限），3π/2≦θ＜2π（第四象限）というように，基準となる座標軸から π/2 毎（象限毎）の

半開角度区間のユニットになっていて，隣り合う象限間のつなぎ目は，座標軸の傾きとし

ては強力な不連続性を以て接続されていることを示している． 

つまり，第一象限を例とすると，0≦θ＜π/2⇒0≦a＜∞，特に，θ→π/2⇒a→∞，θ＝π/2⇒a＝0

となる．最後の関係は，対象としている範囲が，１つ手前のユニット（第一象限）から見

て次のユニット（第二象限）の範囲に遷移していることを示している． 

以下に，xy直交座標における第１象限から第４象限までの４つの象限を，象限毎に分解（以

下，象限分解という．）し，直交座標系の構造を Fig.1 に示す．Fig.1 に示すように，軸の傾

きの範囲，即ち，軸挟角の範囲は，象限毎に挟角が小さな側は閉角（閉点に対応する概念）

であるのに対して，挟角が大きい側は開角（開点に対応する概念）となっていて，象限の

挟角範囲は，半開角になっていることが解る． 

次に，象限分解した xy直交座標を，第１象限から第４象限から成る元の xy直交座標のよう

に象限合成して，各象限の領域内に，その象限における挟角範囲の最小値と極大値に対応

する軸傾の関係を Fig.2に示した．なお，Fig.2に記した 0̌ は，0より小さく，どんな負定数

より大きい極限小を意味する． 



 

Fig.1 ４象限分解した xy直交座標の構造と範囲 

 

 

Fig.2 ４象限合成による xy直交座標と軸傾の関係 


